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Ueber 

algebraische Curven mit Mittelpunkt. 



Von 

J. N. Bischof. 



L Hat eine ebene algebraische Curve n 1 ” Ordnung einen endlich entfernten 
Mittelpunkt, so vertritt derselbe bekanntlich*), je nachdem n gerade oder ungerade ist, 

n(n-p2) oder (n-t- 1) ihrer bestimmenden Punkte. Ist der Mittelpunkt gegeben, so sind 

« —— i 

daher zur völligen Bestimmung der Curve entweder n(n+-4) oder n + 4n — 1 Punkte 

« 4 ' 

nothwendig, deren ebensovielo Gegenpunkte dann gleichfalls der Curve angehören. 

Liegt der Mittelpunkt in unendlicher Entfernung, so ist er nothwendig pfaclier Punkt 
der Curve, wo p^==n oder p^-n -+• 1 je nachdem n gerade oder ungerade ist, und in ihm 

wird die Curve von der unendlich entfernten Geraden n punktig berührt Bei gegebnem un- 
endlich entfernten Mittel =— u fachen Punkt ist die Curve durch: n(n + 3) p(p4-l) 

• (n — #»> 

n(n-H)-Kfa-l) weitere Punkte bestimmt Ist aber blos die Vielfachheit p des un- 

mm a 

endlich eutfemten Mittelpunktes gegeben, so wird sich durch: n(n-pl) — p(p — 1) 

pl 

beliebig gewählte Punkte nur eine gowisse Anzahl von Curven n2 Ordnung mit 
unendlich entferntem Mittel =*>p fachen Punkt legen lassen. 

Sind bei geradem n : — 1 Punkte gegeben, so ist jeder endlich entfernte 

Punkt der Ebene gemeinschaftlicher Mittelpunkt eines BUsehel» von Curven n£ Ordnung, 
die sämmtlich ausser den gegebenen Punkten und ihren Gegenpunkten noch 

* 2 |n(n 4-4) . 1 (n — 2) Punkte gemeinschaftlich habon. Das Curvenbilschel selbst 

* Steiner: Ueber solche algebraische Gnrven, welche einen Mittelpunkt haben etc. (’rellea Journal 

Bd. 47. S. 8 u, f. 
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wird durch die Gleichung: 

• »-• *-4 I i ■ t-l I , 

-+-U9 4- us 4 - u s-j-u-t-« t»s+rs 4 - ...4- «s -4« 1 =0 

• t 4 fl i I • 9 i4 ■ ) * ^ 

vorgcstcllt, wenn der gemeinschaftliche Mittelpunkt zum Ooordinatenanfang , <5 willkürlich 
gewählt wird und die u und e homogene Funktionen von x und v bedeuten, deren 
Grad durch die Zeiger gegeben ist. 

Nimmt man <s so. das«: 

J u J“ J® 

d^d*'“ 0 ’ ^ +Ä dr°- 

so hat die entsprechende Curve einen unendlich entfernten Doppelpunkt, und da die 
Eliminantc beider Gleichungen bezüglich ü auf den 2 (n — 1)?“ Grad steigt, »o gibt es 
ini Büschel 2 (n — 1) solche Curvcn. 

Wählt man dagegen «ä so, dass 

J<W J<W 

“ £“ “ 0 ’ ~Sf ” 0 ’ ” dT" w 

so steigt die neue Eliminante bezüglich <3 auf den Grad: 2 (n — 1) (n — 2) 4 - (n — 1 )— 
(n — 1) (3 n — 5) und die entsprechenden Curvcn des Büschels haben nun im Allgemeinen 
endlich entfernte Doppelpunkte. Da aber die letzteren immer paarweise einer Curve 
augehören und der gegebene gemeinschaftliche .Mittelpunkt seihst Doppelpunkt einer 
besonderen Curve des Büschels ist, die dem Werth »=» — u« entspricht, so hat ninu 

im Büschel: (n — 1) (3n — 6 ) — 1 Curvcn mit einem Paar von Doppelpunkten. 

* * 

Ist n ungerade und die Anzahl der gegebenen Punkte n+-4n — 5, so .ergibt sich 

« * 

wie vorhin, dass unter den Curven des fraglichen Büschels, die sämmtlieh ausser den 
gegebenen Punkten, ihren Gegenpunkten und dem gemeinschaftlichen Mittelpunkte noch 
(n — 1 ) (n — 3) Punkte gemeinschaftlich haben , sich 2 (n — 1) mit unendlich entferntem und 

a 

(n — 1 ) (3n — 6 ) mit einem Paar von Doppelpunkten befinden, 
i , 

IL Soll einer Curve C* bei (n 4- 2) oder (n4-l)(n4-3) gegebnen Punkten ein 

. t | 1 " 

Mittelpunkt zukommen, so ist «eine Lage beschränkt auf einen gewissen geometrischen 
Ort. dessen allgemeine Ordnung sieh in folgender Weise bestimmen lässt, 
a) Sei n gerade. 

t 

Da die Curve durch (n4-2) gegebne Punkte gehen soll, so kann man eben su- 

4 

viele von ihren n(n4-3) nothwendigen Constanten linear durch die übrigen ausdrücken 

t 

und die Gleichung dor Curve wird: 
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.... -4* X <p =« U =» 0 



wo <p, , <p, , .... lauter homogene Funktionen n"’ Grades von x, y, s, die Coef- 

tizienten X. Constante vors teilen und (* «=■ ° — 1 ist. * 

Bezeichnet man die Mittelponktseoordinaten mit x« y», dann hat man die Beding- 
ungen : 

au_ Q au _ 0 

dxo ’ dy» 

a*u j*u Xu yv 

dx* ^’dx'dy ’dxdy* tfy* . ^ 

« • « o • <1 



dx *-' ’d x , -*dy 



und die Gleichung: 



Dl 4 

* i 

i dx> dx 

• • 

I a* a* 

I äy dy 

0 0 

av av 

« » 

dx* dx* 



. . . J i 

dx 



*t\ 

Tli ! - o 



a~v, a~v 

dy * -1 dy * -1 



gehört fdr den Ort der Mittelpunkte. 

a*u 

Berücksichtigt man. «läse für jede« ungerade p: — mm 0 wo k + » « p, 

d x * d v’’ 

• • 

und das« daher: 
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yv 



y n i 



■ 

(n— p) (n — p — 1) ~ . . =2xs. 

dx*dy* •• dx^'dyjds 

... r*u 



y"u 

4- 2 y s. 

• » d x * d r rt ' d * 
0 • « 



d x ‘ d v* d»’ 
0 '« 0 



80 kann man die dem 



folgende ersetzen : 
2 X8 



■d’u 

d x‘ d y v 



entsprechende Horizoqtalreihe der Determinante durch die 



y*<p 



y"t 

2 t a * | a*. - * w — 

• °d x k+ * d yfd 8 ‘ "»Jx'dy^'ds « dx‘d v^ds*- 



4. 2xj 



2T* 

t* 



t 



y j '<p 

4-2ys. “ 



y* 



und die Determinante 



* " d x‘** d y*d 8 ••dx»dy» + ‘d* ‘dxMvMs* 

steigt bezüglich x v auf die Dimension: 

• 'o 

2(n-2) -t- 4{n-4) 4- 6(n-6) 4- 8(n-8) + . . . 4- (n-2) 2-j-n - 



n(n-2) (n 4- 2) 



+ n= 



n (n*4- 8). 



Da die Mitte des Abstandes zweier der (n4-2)* gegebnen Punkte selbst Mittel- 

4 

punkt einer Curve n*T Ordnung ist, die durch die übrige.n (n4-4)n Punkte hindureh- 

* 

geht, so hat man: 

Der Ort der Mittelpunkte aller Curven von gerader Ordnung n. die durch die 
nämlichen (n-f-2)* gegebenen Punkte gehen, ist eine Curve von der Ordnung 

« 

n (n*4-8), auf welcher zugleich die Mitten sKmratlicher Verbindungslinien der 
3 

gegebenen Punkte liegen. 

Unter den' Curven nt' Ordnung kann, n «=2 ausgenommen, keine Vorkommen, 
die in 2 Curven — beide entweder von gerader oder ungerader Ordnung mit gemein- 
schaftlichem Mittelpunkte — zerfiele. Denn wären p und a die Ordnungen dieser 
beiden Curven, so müsste p 4 -a=> n und entweder (p 4- 2) 1 4- ftr 2)* -^= (n 4- 2)' 

oder (p 4- 1) (p 4- 3) 4- (tr 4- 1) (<r 4- 8) = (n 4- 2)* sein. Im ersten Falle hätte man 

f 4 « ” « und pg< 2, was unmöglich : im andern Fall würde folgen pcr<l , also 

p = a = 1 , was nur für n=2 eintreten kann, 
b) Sei n ungerade. 
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Dann hat man für den Ort der Mittelpunkte : 



cp» <pl 

3* <P D* <p 


• -Pp 


dx* dx* 

o « 

y cp y <p 


‘ dx* 
0 

y* 


dxdy d x d y 
(1 * 0 o 


d xd v 

U 0 


y-'* t y-'* 




dy r * dy- • 


dy*~‘ 



n* ■+■ 2 n — 8 . 

WO fi — ~ 

, "ä'U 

Berücksichtigt man, das» für jedes gerade p: _ — »0, wennk +■ v — p f und 

dx*dy> 

0 • 

dass datier: 

n rc Vü 

(n — n)(n — p — 1 ) — 2 xs - — 1- 2 ys h a*. — — 

d x‘d v» • » dx^dy^ds ••dx*dy vt *ds » dx'dyMs* 

0*0 0 00 000 0 * 0 4i 

»o findet man fUr die Dimension , auf welche die Determinante bezüglich x y steigt. : 

n— 1 + 3 (n— 3) + f» fn — 5t + . .. . (n— 2) 2 4 - n = n (n-l)(n4- 1) * * (n* + 11). 

n “ — n 

Da die Mitte des Abstande* zweier der gegebnen Punkte, sowie jeder dieser 

Punkte selbst Mittelpunkt einer Curvc ist, welche durch die übrigen n* -t- 4 n — 1 Punkte 

— 

hindurchgeht , so hat man : 

Der Ort der Mittelpunkte aller Curven von ungerader Ordnung n, die durch die 
nämlichen (n 4 - 1) (n •+- 8 ) gegebnen Punkte gehen, ist eine Curve von der Ordnung 

n (n* 11), auf welcher die gegebnen Punkte und die Mitten ihrer sämratlichcn Ver- 

** 

bindungslinicn liegen. 

Unter den Curvcn n*" Ordnung kann, n = 3 ausgenommen, keine Vorkommen, 
die in zwei Curven — die eine von gerader, die andre von ungerader Ordnung mit 
gemeinschaftlichem Mittelpunkte — zerfiele. Denn wären p und a die Ordnungen beider 
Curven und etwa p gerade, <r ungerade, dann hätte man ausser p 4 - a = n noch 
(p 4 . 2)’ 4 - lo +- l) 4- 3) ~ (n 4 - 1) (n 4- 3), woraus folgen würde p * 2, also 

p =« 2 , o <=• 1 , was allein für n *■** 3 eintreten kann. 

Es werde nun die allgemeine Ordnung der Mittclpiinktscurve n (n* 4 - 8 ) bei 

« 

geradem, n (n* 4 - 11) bei ungeradem ii kurz durch P bezeichnet. 

ii ’ ' 
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Aus dem Vorhergehenden folgt durch Projektion der scheinbar allgemeinere Säte: 
Wenn in einer Ebene ein« Gerade G und je nachdem n gerade oder ungerade 
ist, (n 2)* oder (n 4- 1) (n +- 3) Punkte gegeben sind, so lässt sich durch die letzteren 
T" " J 

immer eine Schaar von Curven u'" Ordnung so legen, dass zu jeder einzelnen Curve 
C* ein liestiiumtcr Punkt M der Ebene gehört, der die Eigenschaft hat, dass jede durch 
ihn laufende Transversale S die C’ in n oder n-1 Punktpaaren schneidet , deren jedes 

i , ~ " 

mit M und dem Schnittpunkt von S und G ein System von 4 harmonischen Punkten 
bildet, wobei M dem Schnittpunkt von S und G zugeordnet ist. Der Ort aller jener 
Punkte M ist im Allgemeinen eine Curve. von der Ordnung P und geht durch die 
Punkte, welche je auf einer Verbindungslinie zweier gegebnen Punkte der 4 M dem 
Schnittpunkte von G und dieser Verbindungslinie zugeonlnetc harmonische Punkt sind. 
Bei ungeradem n geht die Ortscurve auch noch durch die gegebnen Punkto selbst 

Für n = 2 hat man P 2 und damit den bekannten Satz, dass die 6 Mitten 

der Seiten und Diagonalen eines einfachen Vierecks , sowie die 3 Schnittpunkte der 
2 Paare Gegenseiten und des Diagonalenpaares in einem Kegelschnitte liegen — dem 
Orte der Mittelpunkte aller dem Viereck umschriebnen Kegelschnitte. 

Für n — 3, also I 1 = 5 folgt der Steiner'sche Satz, dass die Mittelpunkte allor 
durch 6 feste Punkte gehenden Curven 3'tf Ordnung einer Curve 5'" Ordnung C‘ 
angehören, welche die 6 gegebnen Punkte, die 15 Mitten ihrer Abstände, die 6 Mittel- 
punkte der Kegelschnitte, die durch je 5 der gegebnen Punkte gehen, und endlich die 
30 Mittelpunkte der Kegelschnitte enthält, die durch je 4 der gegebnen Punkto laufen 
und ihren Mittelpunkt auf der Verbindungslinie der zwei noch übrigen Punk te haben. 
Da der C* im Allgemeinen 5 unendlich entfernte Punkte zukommen, so lassen sich auch 
durch 6 feste Punkte höchstens 5 Curven 3“ Ordnung mit unendlich entferntem Mit- 
telpunkt legen, der dann zugleich Doppelpunkt ist und die unendlich entfernte Gerade 
zu einer seiner beiden Tangenten hat. Hält mau von den 6 gegebenen Punkten 5 fest 
und ersetzt den 6*~ durch immer andere Punkte, so ergibt sieh ein Schwarm von Curven 
C, die alle durch 16 Punkte gehen, nämlich durch die 5 festen Punkte, durch die 1U 
Mitten ihrer Abstände und durch den Mittelpunkt des durch die ä festen Punkte 
bestimmten Kegelschnittes. Je zwei von diesen Curven C* schneiden sich daher noch 
in 9 Punkten, welche die Mittelpunkte von eben so vielen Curven 3 1 *’ Ordnung sind, 
die durch 7 gegebne Punkte gehen. 

Für n — 4 wird P — 8. also der Ort der Mittelpunkte aller Curven 4 1 *' Ord- 
nung, die durch 9 feste Punkte gehen, eine Curve 8’" Ordnung C*. Da aber durch 
die 9 festen Punkte und einen beliebig gewählten unendlich entfernten Punkt Q sieh 
immer eine Curve 4"!. Ordnung legen lässt, die 0 zum Doppelpunkt hat und in ihm 
von der unendlich entfernten Geraden 4punktig berührt wird, so dass Q ihr Mittelpunkt 
ist, so zerfällt C* nothwendig in die unendlich entfernte Gerade und in eine Curve 
VI Ordnung C\ auf welcher die 36 Mitten der Verbindungslinien der 9 gegebnen 
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Punkte liegen. Bleiben von den letzteren Punkten 8 fest, während der 9“ immer durch 
andere Punkte ersetzt wird, so erhält man einen Schwarm von Curven 7'" Ordnung, 
die alle durch die 28 Mitten der Verbindungslinien der 8 festen Punkte gehen und zu 
zweien sich noch in 21 Punkten schneiden — den Mittelpunkten von eben so vielen durch 
10 Punkte gehenden Curven 4“! Ordnung. Liegen von den 9 gegebnen Punkten vier, 
etwa (4f) in einer Geraden G, dann zerfällt C, weil jeder Punkt von G Mittelpunkt 
einer durch die 5 übrigen Punkte (5a) gehenden Curve 3'" Ordnung ist, in G und 
in eine Curve 6'" Ordnung C*. Letztere geht durch die 10 Mitten der Abstände 
der (5 a), durch die. 20 Mitten der Abstände jedes der (5 a) von jedem der 
(4f) und durch die 5x2 Mittelpunkte der Kegelschnitte, die durch je 4 der (5 a) 
laufen und ihren Mittelpunkt auf der Geraden halten, welche die Verbindungslinien des 
Punktes mit den (4 f) hälftet. 



Im Falle n«»5 wird P=»15, also C* der Ort der Mittelpunkte aller durch 12 
feste Punkte gelegten Curven 5'" Ordnung. Weil aber durch die 12 gegebnen Punkte 
und einen beliebig gewählten unendlich entfernten Punkt Q immer eine Curve 6“! Ord- 
nung geht, die Q zum dreifachen Punkt hat und in ihm von der unendlich entfernten 
Geraden 5punktig berührt wird, so dass Q ihr Mittelpunkt ist, so zerfallt C* in die 
unendlich entfernte Gerade und in eine Curve 14": Ordnung, C“ , welche (Jurch die 12 
festen Punkte und durch die 68 Mitten ihrer Abstände gebt. Bleiben von den gegebne» 
P-unkten 11 fest, wahrend an die Stelle des 12"? immer andere Punkte treten, so erhält 
man einen Schwann von Curven C H , die alle durch die 11 fosten Punkte und die 55 
Mitten ihrer Abstände gehen und sich zu zweien noch in 130 Punkten schneiden, — 
den Mittelpunkten vou eben so vielen Curven 5*!' Ordnung, die sich durch 13 Punkte 
legen lassen. 

Wenn n=G , erhält man P=22 und es liegen die Mittelpunkte aller durch 16 
feste Punkte gehenden Curven 6'" Ordnung in einer Curve C". Da aber jeder beliebig 
gewählte unendlich entfernte Punkt Q gemeinschaftlicher Mittelpunkt eines ganzen Netzes 
von Curven 6“! Ordnung ist, die alle durch die gegebnen Punkte geben, so zerfällt 
C iu die 3fach zu zählende unendlich entfernte Gerade und in eine Curve 19*“ Ord- 
nung C“, auf welcher die 120 Mitten der Abstande der gegebnen Punkte liegen. Hält 
inan von den letzteren 15 fest und ersetzt den 16"* durch immer ander« Punkte, so 
ergibt sich ein Schwarm von Curven C™, die sämmtlich durch die 105 Mitten der 
Abstände dm lär festen Punkte gehen und sich zu zweien noch in 256 Punkten schnei- 
den — den Mittelpunkten von eben so vielen durch 17 Punkte gehenden Curven 6"’ 
Ordnung. 

Um überhaupt die Anzahl der Curven n‘“ Ordnung mit endlich entferntem Mit- 
telpunkt zu bestimmen, die durch +- 1 oder — 1 gegebne Punkte 

gehen . wird man die letzteren Punkte in eine Gruppe von oder n ^ 11 * 
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Punkten und in zwei einzelne Punkte q und s sondern. Die Mittelpunkte «Iler Curven. 
welche die Punktgruppe und q enthalten , liegen in einer Curve K' ron der Ordnung : 
P — k, ebenso die Mittelpunkte »Iler Curven, welche die nämliche Punktgruppe und 
* enthalten, in einer Curve K" von der gleichen Ordnung. K' und K" haben aber 

von vornherein bei geradem n — J — 1 j uud bei ungeradem n : 



n*-4-4n — 1 ^ n’+4a — 1 n’q-4n — 1 



— + 



*— 1 



m'-p-ln — 1 jn‘q-4n — 1 , ( D 

» i „ + 1 ( P 1 "*»" 



i ■ • l i 

gemeinschaftlich, die keinen Losungen entsprechen, daher bleiben im Fall eines 
geraden n : 

| n(n*-p8) , n(n + 4) 1 n(n-t-4) ,< 



1 - k f- “ ^ T — i “ 'T— - 1 \ 



und im Fall eine» ungeraden u : 



1 n(n* 4-11) 
I u 



II 

-k - 



1 



n*4-4n — 1 )n’-t-4n — 1 
• I T 

- die Mittelpunkte Von eben so vielen gesuchten 



Schnittpunkte von K' und K" iihrig 
Curven. Daliei bedeutet k die Vielfachheit, mit der die unendlich entfernte Gerade in 
der allgemeinen Mittelpunktscurve auftritt. 

Da die allgemeine Gleichung einer Curve n‘" Ordnung mit unendlich entferntem 
Mittel-ftfachen Punkt von der Form ist : 

> M~ l 1 f*-> t 

(y — «*) + (y — ax) » -4- (y — ax) - 4 - .... 

g-t (jl-l) tu» , 

-4- (y— ax)s <p.- (1 -t-s M <p.- >1 -4-s <p._g_, -4- . • . -4- s<p»=-0 

wo die < p homogene Funktionenv on x und y bedeuten, deren Grad durch die unteren 

Zeiger gegeben ist, so schlieast man, dass sich durch ^ 1 feste 

Punkte : n -4- solche Curven legen lassen. Oder auch: 

Sind in einer Ebene P ^ — — +• 1 feste Punkte und eine Gerade G 

gegeben, so ist : n -4- die Anzahl der Curven n‘” Ordnung, die durch 

jene festen Punkte gehen, auf der Goratlcn G einen gfachen Punkt hal>en und in ihm 
von G npunktig berührt werden. 

Es gcheu also durch 10 feste Punkte 7 Curven 4‘V Ordnung mit unendlich ent- 
ferntem Mittel-dreifachen Punkt, durch 8 feste Punkte 10 Curven 4’*.’ Ordnung mit 
unendlich entferntem Mittel-dreifachen Punkt, durch 16 gegebne Punkte 24 Curve» 
6‘" Ordnung mit unendlich entferntem Mittel-vierfachen Punkt u. s. w. 

Wenn eine Curve C* von gerader Ordnung mit endlich entferntem Mittelpunkt 
zugleich letzteren enthält, so ist derselbe allemal Doppelpunkt. Soll C* überdies* durch 

- - — -- feste Punkte gehen, so ist der Ort des Mittel-Doppelpunktes im Allgemeinen 
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von der Ordnung : n ^ 4- n — 1 — k und enthält die festen Punkte, sowie die Mitten 
ihrer Abstände. Von den Curven C* kann, n=2 und n=4 ausgenommen , keine in 
zwei Curvcn — beide von gerader oder ungerader Ordnung — sich auflösen. Die 
Mitteldoppelpunktscurve aber wird in deu einzelnen Fällen ihre Ordnung noch dadurch 
erniedrigen, dass die mehrfach zu zählende unendlich entfernte Gerade Theil der- 
selben wird. 

Für n=2 zerfällt die fragliche Ortseurvc in die 3 Verbindungslinien der 3 
gegebnen Punkte. 

Da im Falle n*=4 jeder Mittcldoppelpunkt einer Ourvo 4'V Ordnung, der auf 
der Verbindungslinie von zweien der 8 festen Punkte liegt, ohne mit einem dieser beiden 
Punkte oder der Mitte ihres Abstandes zusammenzufallcu , nothwendig Mittelpunkt einer 
Curve 3*t* Ordnung ist, die durch die übrigen ß Punkte geht, und letztere Mittelpunkte 
einer Curve 5‘" Ordnung angebömt, so ist hier der gesuchte Ort der Mitteldoppel- 
punkte von der 8”? Ordnung C*. Er geht durch die 8 festen Punkte , durch die 28 
Mitten ihrer Abständo, durch die 28mal 5 Mittelpunkte der eben so vielen Curvcn 8T 
Ordnung, von denen jede durch 6 der gegebnen Punkte läuft und ihren Mittelpunkt 
auf der Verbindungslinie der beiden übrigen Punkte hat, und endlich durch die 72 
Mittelpunkte der Curvcn 3"' Ordnung, die je 7 von den 8 gegebnen Punkten enthalten. 
Liegen von den 8 festen Punkten 3 etwa (3 f) in einer Geraden G, dann zerfällt C" 
in G und in eine Curve 7"»' Ordnung. Letztere geht durch jeden der 5 übrigen Punkte 
(6 a), sowie durch die 10 Mitten ihrer Abstände, sie geht durch die 15 Mitten der 
Abstiimle jedes der (5 a) von jeden» der (3 f), ferner durch die 25x5 Mittelpunkte der 
Gurren 3*£ Ordnung, die ihren Mittelpunkt auf einer der Verbindungslinien der (5 a) 
oder auf der Verbindungslinie eines der (5 a) mit einem der (3 f) haben und durch die 
noch übrigen 6 Punkte gehen, dann durch die 3x9 Mittelpunkte der Curvcn 3’" Ord- 
nung , die durch die (6 a) und durch zwei von den (3 f) gehen , und endlich durch die 
5x7 Mittelpunkte der Curvcn 3“f Ordnung, die durch die (3 fl und je vier von den 
l'5 a) gehen. 

Nimmt man zu den 8 festen Punkten noch einen 9‘? hinzu , so ist der Ort 
der Mittelpunkte aller durch die 9 Punkte gehenden Curven 4**„' Ordnung eine Curve 
0*, welche mit C die 28 Mitten der Abstände der 8 festen Punkte gemeinschaftlich 
bat, also letztere Curve noch in 28 Punkten schneidet — den Mitteldoppelpunkten von 
dien so vielen Curven 4'“ Ordnung, die sich durch 9 gegebne Punkte legen lassen. 

Die Anzahl der Curven von gerader Ordnung n mit Mitteldoppelpuukt , die 

durch - feste Punkte gehen, ist: 

(n (n* + 8)_ k J 8j + n _ 1 _ k _ kf )_ n(n +- 4) (n (u-M) _ ^ 

wo k, die Vielfachheit bedeutet, mit welcher die unendlich entfernte Gerade in der 
allgemeinen Mitteldoppelpunktscurve auftritt. 
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Au* dem Vorangehenden schliesst man noch, <la»s die Mittel-dreifachen Punkte 
aller durch 10 feste Punkte gelegten Curven 5*7 Ordnung auf einer Curve 11*7 Ord- 
nung C" liegen. Diese Ortscurve geht durch die 10 festen Punkte, durch die 45 Mitten 
ihrer Abstände, durch die 45 XÖ Mittcldoppelpunkte der Curven 4“' Ordnung, von 
denen jede durch 8 der gegebnen Punkte läuft und ihren Mitteldoppelpunkt auf der 
Verbindungslinie der beiden übrigen Punkte hat , sie geht endlich durch die 10x28 
Mitteldoppelpunkte der Curven 4’V Ordnung, die je 9 von den 10 gegebnen Punkten 
enthalten. 

II (ü 4* 4) 

III. Soll eine Curve n‘" Ordnung C* mit Mittelpunkt durch — V_ ' oder 

u ^*i n — i feste Punkte gehen und eine gegebne Curve m*V Ordnung C* berühren , an 

kommt zu den D ^ oder ^ n "tl \ lledingungagleielmugen zwischen den eben ao vielen 

Coeflizienten X„ X, . . . und den Mittelpunktscoordinaten i, y, noch eine Gleichung 
zwischen X„ X, . . . . hinzu, die rUcksichtlich der letzteren auf die m (m 4-2n — 3)!* 
Dimension steigt Der Ort der Mittelpunkte ist daher im Allgemeinen eine Curve von 
der Ordnung : (P — k) m (m 4- 2n — 3) und hat die Mitten der Abstände der festen Punkte 
und bei ungeraden n letztere selbst zu in (m 4 - 2 n — 3)£achen Punkten. Von den Curven 
C* kann, n=2 und n=J ausgenommen, keine in zwei Curven zerfallen. Die Ordnung 
der Mittelpunktscurvo erniedrigt sich um 2(P — k ) Einheiten, wenn einer der festen 
Punkte auf C“ selbst liegt 

Der Ort der Mittelpunkte aller Kegelschnitte, die durch 3 feste Punkte gehen 
und eine Curve in*? Ordnung C“ berühren, ist von der Ordnung 2m(w4-l), hat die 
Mitten der Seiten des durch die 3 Punkte bestimmten Dreiecks zu m(m-pl) fachen 
Punkten , trifft jede Dreieckseite in den m (nt — 1) Punkten , in welchen diese Seite von 
den eben so vielen Tangenten geschnitten wird, die durch die 3*1 Ecke au C“ laufen, 
und berührt überdies jede Dreieekseitc in ihreu Schnittpunkten mit C“. 

Es gibt im Allgemeinen 2 nt (m 4-1) Parabeln, die durch 3 feste Punkte gehen 
und eine Curve m‘7 Ordnung berühren. 

Die Mittelpunkte aller Kegelschnitte, die durch 3 feste Puukte gehen und eine 
gegebne Gerade G berühren, liegen in einer Curve 4*V Ordnung, welehe die Mitten 
der Seiten des durch die 3 Punkte bestimmten Dreiecks zu Doppelpunkten bat und jede 
Dreieckseite in ihrem Schnittpunkt mitG berührt*). Rückt Gin unendliche Entfernung, 
dann löst sich die Curve 4“' Ordnung in 4 Gerade auf, nämlich in die unendlich ent- 
fernte Gerade selbst und in die 3 Geradeu, deren jede zwei von den Seiten des durch 
die 3 Punkte bestimmten Dreiecks hälftet. 

Da die Mittelpunkte aller durch 4 Punkte gelegten Kegelschnitte selbst einem 
Kegelschnitt C* augehören, während die Mittelpunkte der durch 3 von jenen 4 Punkten 

*/ Cayley im QuuKtrly Journ»! lSSt. S. 24. 
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gehenden Kegelschnitte . die C“ berühren, »uf oiiicr Curve C*" Hegen, so hat man 
für die Anzahl der Kegelschnitte, die durch 4 gegebne Punkte gehen und 0* berühren: 
4m (m 4-1) — 3 m (m 4- l) = ni (m +- 1). 

Der Ort der Mittelpunkte aller Curven Ordnung, die durcli & feste Punkte 
gehen und eine Curve iii'V Ordnung C* berühren, ist Ton der 5 m (ni 4- 3 )'” Ordnung 
und hat sowohl die 5 festen Punkto als die 10 Mitten ihrer Alntände zu m (in 4-3)- 
fachen Punkten, dagegen den Mittelpunkt des durch die 5 gegebnen Punkte bestimmten 
Kegelschnittes zum m(m4- 1) fachen Punkt. Die Ortscurve geht ferner durch die 5m (m 4-1) 
Mittelpunkte der eben so vielen Kegelschnitte, die durch je 4 der gegebnen Punkte 
laufen und C“ berühren, durch die 20ra(m-t-l) Mittelpunkte der Kegelschnitte, die je 
3 der gegebnen Punkte enthalten, C“ berühren und ihre Mittelpunkte auf der Ver- 
bindungslinie der übrigen 2 festen Punkte haben, endlich berührt die Mittelpunktscurve 
jede Verbindungslinie O von zweien der 5 festen Punkte in jenen 2n» Punkten, die 
Mittelpunkte eben so vieler Kegelschnitte sind, von denen jeder durch die noch übrigen 
3 gegebnen Punkte und durch einen der Schnittpunkte von C“ und G hindurch geht, 
und sie hat die unendlich entfernten Punkte von C“ zu einfachen Punkten. 

Wählt man im eben behandelten Fall für C“ die unendlich entfernte Gerade, 
so zerfallt die Mittelpunktscurve, weil jeder unendlich entfernte Punkt Mittelpunkt einer 
durch die 5 festen Punkte gehenden Curve S* Ordnung ist, in die unendlich entfernte 
Gerade aelliAt und in eine Curve 19'? Ordnung C”, welche die 5 gegebnen Punkte und 
die 10 Mitten ihrer Abstände zu 4fnehen, dagegen den Mittelpunkt des durch die 5 
festen Punkte bestimmten Kegelschnittes zum Doppelpunkt hat. Die Ortscurve C" geht 
ferner durch die 15 Mittelpunkte der 5 Tripel von Hyperbeln, deren jedes 4 von den 
5 festen Punkten enthält, während von jedem seiner 3 .Vsymptotenpaare eine Asymptote 
durch den 5'" gegebnen Punkt läuft, und sie geht durch die Mittelpunkte der 10 Hyperbeln 
(101») , von denen jede eine der Verbindungslinien G der gegebnen Punkte zur Asym- 
ptote hat und die 3 noch übrigen I’unkte enthält. Jede G wird in ihrem unendlich ent- 
fernten Punkt und im Mittelpunkt einer der (10h) von C** berührt, uud hat noch die 
3 Punkte, in welchen sie von den Halbirungslinicn der Seitenpaare des durch die 3 
übrigen Punkte bestimmten Dreiecks geschnitten wird, mit C** gemeinschaftlich. 

Da jede Curve 3'" Ordnuug mit Mittelpunkt, welche die unendlich entfernte 
Gerade berührt, diesen Berührungspunkt zum Doppelpunkt hat, so ist C“ der Ort dev 
Mittelpunkte aller durch 5 feste Punkte gchendeu Curven 3“' Ordnung mit unendlich 
entferntem Doppelpunkt. 

Die Mittelpunkte der Curven 3"« Ordnung, die durch 6 feste Punkte gehen 
und C" berühren , sind die Schnittpunkte zweier Curven C* und welchen von 

vornherein 15iu(m4-3) 4- m(m-4-l) «= 16m*4-46m gemeinschaftliche Punkte zukom- 
men , die keinen Lösungen entsprechen. Daher ist die gesuchte Anzahl : 

25m(m 4- 3) — • 16m* — 4(im = m(9in4-29). Man sehlioast hieraus, dass diejenigen Pole, 
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deren gerade Polaren rücksichlich 0", und einer durch 6 feste Punkte gelegten Corvo 
3*U Ordnung mit Mittelpunkt zusammenfallen, auf einer Curve von der Ordnung 
9m +• 29 liegen. 

Durch 6 Punkte gehen 33 Curven 3'" < Ird innig mit endlich entferntem Mittel- 
punkt und unendlich entferntem Doppelpunkt. 

Die Anzahl der Curvcn 3"? Ordnung mit Mittelpunkt, die durch 5 gegebne 
Punkto gehen und zwei Ourvon m“ und q'7 Ordnung C“ und C* berühren ist : 

25m<i (m 4- 3) (q +- 3) — 16inq(m+- 3) (q -+- 3) — mq (m 4 - 1 ) (q 4 - 1) — = 
lOmq (m + 3)(q + 3} — mq (m 4 - l)(q 4 - 1). 

Allgemein hat man fllr die Anzahl der Curven n" Ordnung mit Mittelpunkt, 
die a) durch oder iMüL 4 *. ®) j* U nku- gehen und C* berühren oder b) durch 

n(n- 4 --ll ( ^ (lr 11 d- 4 n 1 p un kte gehen und C" und O* berühren, im ersten Fall : 
Nm(m + 2n — 3), im andern : Nraq(m + 2n — 3)(q-t-2n — 3), wo, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist, N entweder : | - kf- üfe+f} j"!"/ 4 ) _ l| „der: 

t n j£jhü> _ k|- *±£ T± ^ l[ bedeutet 

Demnach ist der Ort desjenigen Pole», dessen gerade l’olaren rück»ichtlicb 

C” und einer durch ~ ^ oder feste Punkte gehenden Curvo nT Ord- 

nung mit Mittelpunkt zusammenfallen, eine Curve von der Ordnung N(m 4 - 2n — 3). 

Da jede Curve 3'" Ordnung mit Mittelpunkt und zwei Doppelpunkten in einen 
Kegelschnitt und eine durch dessen Mittelpunkt laufende Gerade zerfallt, so ist der Ort 
der Mittelpunkte aller durch 5 feste Punkte (5p) gehenden Curven 3't Ordnung mit 
einem Paar von Doppelpunkten eine Curve 2t)‘» Ordnung C**, die aus einer Curve G" 
— nämlich den 10 Verbindungslinien der (5p) — und aus einer Curve K”, nämlich 
den 5 Kegelschnitten besteht, auf welchen die Mittelpunkte aller durch je 4 der (5p) 
laufenden Kegelschnitte liegen. Jeder der 5 festen Punkte ist 4faehcr Punkt für G", 
dagegen ist für K 1 “ die Mitte jedes Abstandes zweier der (5p) dreifacher und der Mittel- 
punkt des durch die (5p) bestimmten Kegelschnittes fünffacher Punkt. Nimmt man zu 
den (5p) noch einen 6 U ‘ Punkt, so sind die Durchschnitte der Curve C*, auf wclchor 
die Mittelpunkte der durch die 6 festen Punkte gehenden Curven 3'*' Ordnung liegen, 
mit der Curve C* die Mittelpunkte von eben so vielen, die ft Punkto enthaltenden 
Curven 3" Ortlnung mit einem Paar von Doppelpunkten. Nun halten C* und G 1 * ausser 
den (5p), deren jeder einfach für (? und 4fach für G" ist, und den 10 Mitten ihrer 
Abstände, deren jede einfach sowohl für 0* als für G w ist, noch 20 Punkte gemein- 
schaftlich, nämlich die Mittelpunkte der Kegelschnitte, die durch je 4 von den Ö Punkten 
gehen und ihren Mittelpunkt auf einer der Verbindungslinien der (5p) haben. Und C* 
und K" schneiden sieb atisser in den 10 Mitten der Abstände der (5p), von denen jede 
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einfach Air C* und dreifach für K'* ist, und ausser in dem Air K u Ainffachen und Air 
C* einfachen Mittelpunkt des durch die (5p) bestimmten Kegelschnitte« noch in 15 
Punkten, nämlich in den 10 Kegelschnittsmittelpunkten, die auf den 5 Verbindungs- 
linien des 6“* Punktes mit den (5p) liegen , und in den Mittelpunkten der 5 Kegelschnitte, 
die durch je 4 von den (5p) und den 6V Punkt gehen. Da der Mittelpunkt des durch 
die (5p) bestimmten Kegelschnittes selbst eine Lösung ist, so geben also durch 6 Punkte 
36 Curven 3V Ordnung mit Mittelpunkt und einem Paar von Doppelpunkten. 

Die oben behandelte Curve C”, auf welcher die Mittelpunkte aller durch 5 
feste Punkte gehenden Curven 3V Orduung mit unendlich entferntem Doppelpunkt liegen, 
schneidet die ebengenannte Curve O" in Punkten, die Mittelpunkte von Curven 3*T 
Ordnung sind, die entweder einen unendlich und zwei endlich entfernte Doppelpunkte 
oder zwei unendlich entfernte, auf einander fallende Doppelpunkte haben. Nun wird 
G” in ihren unendlich entfernten Punkten und in den Mittelpunkten der (10h) von C" 
berührt und in don 10x3 Punkten geschnitten, in welchen je eine Verbindungslinie G 
der (5p) von den Halbinmgslinien der Seitenpaare des durch die übrigen 3 Punkte 
bestimmten Dreiecks getroffen wird, während jeder der Punkte (5p) sowohl für G** als 
C” vierfacher und die Mitte jedes Abstandes zweier der (5p) vierfacher Punkt Air C" 
und einfacher Air G'° ist Demnach hat man Air die Anzahl der Schnittpunkte von G“ 
und C‘* : 4.10 +- 30 4- 6.16 4-4.10=10.19 und darunter befinden sich 30 Mittelpunkte von 
Curven 3‘“ Ordnung mit einem unendlich und zwei endlich entfernten Doppelpunkten 
und 10 Mittelpunkte von Curven 3'" Ordnung mit zwei unendlich entfernten, auf oinau- 
derfallenden Doppelpunkten. Die C” und K“ haben die 10 Mitten der Abstände der 
(5p) — jede Mitte als 4fachcn Punkt Air die erste und als 3fachen Air die andere — 
dann den Mittelpunkt des dqfch die (5p) bestimmten Kegelschnittes als Doppelpunkt für 
die erste und als 5fachen Punkt Air die. 2'f Curve gemeinschaftlich. Es bleiben also 
190 — 120 — 10=60 Schnittpunkte übrig, die nur die Mittelpunkte von Hyperbeln »ein 
können, deren jede durch 4 von den (5p) geht, während eine ihrer Asymptoten durch 
den 5V Punkt läuft. Solcher Hyperbeln gibt cs aber nur 15, folglich wird K w von 
C‘* in jedem Mittelpunkt einer dor (16h) vierpunktig berührt. Es gehen also durch 5 
feste Punkto 27 Curven 3‘»' Ordnung mit Mittelpunkt und 2 auf einander fallenden, 
unendlich entfernteu Doppelpunkten. 

Seien jetzt 8 Punkte (8p) gegeben und durch dieselben Curven 4'V Ordnung 
mit Mittelpunkt und Doppelpunkt zu legen. Man findet zunächst 7.27 als Ordnung des 
Mittelpunktsortes. Bemerkt man aber, dass die Mittelpunkte aller durch die (8p) gehen- 
den Curven 4V Ordnung, die eine gegebne Gerade berühren, auf einer Curve IS'** 
Ordnung liegen, die wenn die Gerade ins Unendliche rückt, in letztere und in eine 
Curve 41V Ordnung zerfällt, und erinnert man sich noch, dass dio Mitteldoppelpunkte 
aller durch die (8p) laufenden Curven 4V Ordnung einer Curve CI 8 angehören, so ergibt 
sich für die Ordnung des Ortes der Mittelpunkte aller durch die (8p) gehenden Curven 
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4 *? Ordnung mit einem Paar endlich entfernter Doppelpunkte : */*( 7.27 — 41 — 8» =* 70. 
Die«* Curve C* hat die 28 Mitten der Abstände der (8p) au lOfaehen Punkten und 
sowohl die 35.4 Mittelpunkte der eben «OTiclen Paare eoncentrisrher Kegelschnitte, deren 
jtdor 4 von den (8p) enthält, als die 56 Mittelpunkte der eben so vielen Paare coneentrischer 
Kegelschnitte, von denen der eine durch 5 von den (8p), der andere durch die 3 noch (Ihrigen 
Punkte geht, au Doppelpunkten, sie läuft durch dio 28x5 Mittelpunkte der Ourven 3'7 
Ordnung, die je 6 von den (8p) enthaltend ihren Mittelpunkt aut' der Verbindungslinie der 
noch übrigen 2 Punkte liabeu, und sie läuft endlich durch die 72 Mittelpunkte der 
Ourven 3*2 Ordnung , die durch je 7 von den (8p) gehen. 

Die Curve C 1 ® wird von <L* in Punkten geschnitten , welche die Mitteldoppd- 
punktc von Curven 4T Ordnung sind, die entweder noch 2 Doppelpunkte haben und 
(ölglich in eine Gerade und in eine Curve 3“f Ordnung zerfallen oder denen ein mit 
dein Mitteldoppclpunkt zusammenfallender Doppelpunkt zukommt. Nun haben C™ und 
O* von vornherein dio 28 Mitten der Abstände der (8p) — jede Mitte lOfach tiir die 
erste und einfach für die 2” Curve — gemeinschaftlich, ferner ist die Anzahl der in 
eine Gerade und in eine Curve 3'” Ordnung zerfallenden Curven 212, also bleiben als 
Mitteldoppclpuuktc, mit denen ein weiterer Doppelpunkt zuxammcnliillt, noch übrig : 
70.8 — 28.10— 21 2=68. Mau sieht aber unmittelbar, dass sich C* und C in jedem 
solchen Mitteldoppelpunkt berühren, folglich hat man 34 Curven 4*7 Ordnung, die durch 
8 gegebne Punkte gehen und einen mit ihrem Mitteldoppelpunkt zusammenfnllenden 
Doppelpunkt oder einen Mittclrückkehrpunkt besitzen. 

Die Durchschuittspunktc von C* und C“ sind die Mitteldoppclpnnkte von Curven 
4*7 Ordnung, denen noch ein unendlich entfernter Doppelpunkt zugehürt. Nun haben 
aber C* und C* 1 von vornherein die 28 Mitten der Abstände der (8p) — jede Mitte 
einfach für dio erste und seclutfach für die zweite Curve — gemeinschaftlich, also bleiben 
noch 8.41 — 6.28= 160 Schnittpunkte übrig und eben so gross ist die Anzahl der Curven 
4*V Orduung mit Mitteldoppclpunkt und einem unendlich entfernten Doppelpunkt, die 
sieh durch 8 gegebne Punkte legen lassen. 

Die C“ und C* schneiden sich in den Mittelpunkten von Curven 4”' Ordnung, 
die entweder a) einen unendlich entfernten und 2 endlich entfernte Doppelpunkte oder 
b) einen unendlich und einen endlich entfernten Doppelpunkt oder c) 2 unendlich ent- 
fernte getrennte oder d) 2 unendlich entfernte, auf einander fallende Doppelpunkte 
haben. Jeder Mittelpunkt' im Fall (b) ist unendlich entfernt, während er im Fall (e) 
Doppelpunkt für C“ und im Fall (d) gemeinschaftlicher llerülirpunkt für C“ und C" 
ist. Nennt man also x die Anzahl vier Mittelpunkte im Fall (a), x die Anzahl der 

• k 

gemeinschaftlichen unendlich entfernten Punkte von C" und C", x die Anzahl der Dop- 
pelpunkte von C" und x die Anzahl der gemeinschaftlichen endlich entfernten Herühr- 
nunkto von C“ und C™, so hat man x-t-x4-2x4-2x ms 70.41- 28.60= 1190. 

1 > > • i 
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Nimmt man zu den 8 festen Punkten nach einen 9“ hinzu , dann sind die Schnitt- 
punkte der Curve O’, auf welcher die Mittelpunkte aller durch die (9p) gehenden Gur- 
ren 4'7 Ordnung liegen , mit 0“ die Mittelpunkte von Curvcn 4“; Ordnung, welche 
dureli die (9p) gehen und einen unendlich entfernten Doppelpunkt besitzen. Ihre Anzahl 
ist : 7.41 — 28.6=119. Dagegen gehören die Schnittpunkte von C’ und C* für die 
Mittelpunkte der Gurven 4'" Ordnung, die durch die (9p) gehen und zwei endlich ent- 
fernte Doppelpunkte haben. Fiir die Anzahl dieser Mittelpunkte erhält man : 

7.70— 28. J 0=2 10. 

Es ergibt sich überhaupt, dass die Mittelpunkte aller durch - ! feste 

Punkte gehenden Gurven von ungerader Ordnung u mit 2 endlich entfernten Doppel- 
punkten in einer Curve von der Ordnung : ^ ~ ^ n liegen, welche jeden 

der festen Punkte sowie dio Mitten ihrer Abstände zu — — ? — — fachen Punkten 

hat Dagegen gehören die Mittelpunkte aller durch — ' — feste Punkte gellenden 

Gurven von gerader Ordnung n mit einem Paar endlich entfernter Doppelpunkte einer 



. , i iij (P— . | , If-pk, — (n— 1) 

Curve von der Ordnung : — j- — j(on — 5)(n — 1) — 1 j 



(n — l)(3n- 



an , welche 

5, *! 

— fachen Punkten hat. 



die Mitten der Abstände der gegebnen Punkte zu 
Dabei ist k' die \ iolfachheit . mit der ilie unendlich entfernte Gerade als Thcil der allge- 
meinen Ortscurve von der Ordnung : 2in — 1 ) (P — k) auftritt, auf welcher die Mittel- 
punkte der durch die festen Punkte gehenden Gurven n“ Ordnung mit unendlich ent- 
ferntem Doppelpunkt liegen. 

IV. Der Ort der Mittelpunkte aller Curven n 1 *«' Ordnung, die durch n * ^ — 1 



feste Punkte gehen und zwei gegebne Curven m‘" und <j’7 Ordnung 



, u* 4- 4n — 5 
oder - 

C~ und O zugleich berühren, ist von der Ordnung : (P— kjmq(m-t-2n — 3)(q +• -> d — 3) 
und hat die Mitten der Verbindungslinien der festen Punkto und bei ungeradem n letztere 
selbst zu mq(m-)-2n — 3)(q +-2n — 3) fachen Punkten. Ist n gerade, so geht die Orts- 
eurve auch noch durch dio mq Schnittpunkte von C“ und C*, da jeder dieser Punkte 

Mitteldoppelpunkt einer durch die — 1 festen Punkte gehenden Curve G* ist. 

tl 

Von den Curven C* kann , n=2 und n=3 ausgenommen , keine in zwei Curven zer- 
fallen. Verbindet man die beiden Punkte, in denen C“ und 0* von einer Curve C* 
berührt werden, durch eine Gerade, so umhüllen alle diese Geraden eine Curve von 
der Klasse: N tnq(m+q-p4n — 6). 

Die Mittelpunkte aller •Kegelschnitte , die durch 2 feste Punkte gehen und C“ und 
C* berühren, liegen in einer Curve, welche in die 4mqfach zu zählende Verbindungs- 
linie der beiden festen Punkte und in eine Curve von der Ordnung : 2mq(mq 4-m-Pq — 1) 

■*3 
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zerfallt. Die letztere Ourre bat die Mitte de* Abstande« der beiden festen Punkte zum 
m<j(mq+-m-+-<j — 1 )fachen Punkt , berührt diese Gerade (i in den Mitten der mq Strecken, 
welche je ein Schnittpunkt von G und C“ mit je einem Schnittpunkt der nämlichen 
Geraden und G* bestimmt, sie trifft Gin deren Schnittpunkten mit den mq (m — l)(q — 1) 
gemeinscliaftlichen Tangenten von C" und CV hat die Schnittpunkte von G und C" zu 
2q(q — l)fachen und die Schnittpunkte von G mit C 1 zu 2m tm — 1 jfachen Punkten und 
geht durch dio mq Schnittpunkte von C" und C'. Durch 2 gegebne Punkto lassen sich 
2mq(mq4-m4-q — 1) Parabeln legen, die C" und C" zugleich berühren. 

Die Cltasles’sche Charakteristik (p., flir das System der Kegelschnitte, die durch 
2 feste Punkte gehen und O“ und C 1 berühren, ist : j mq (m 4- 1 Hq 4- 1 ), 2mq( mq +- m +- q — 1 ) J 
und die Anzahl der Kegelschnitte, dio durch 2 gegebne Punkte laufen und 3 feste Cur- 
venO, C’, O zugleich berühren : mpq | mpq 4-mq 4- mp4-qp 4- m-H p+q — 3 1 *). 

Die Verbindungslinien der beiden Berührpunkte auf C“ und O jo eines Kegel- 
schnittes des Systems umhüllen eine Curve mqftn4-q4-2/7 Klasse. 

Die Mittelpunkte aller durch 4 feste Punkte gohonden Curven 3‘V Ordnung, die 
2 gegebne Curven C“ und C’ berühren, liegen in einer Curve von der Ordnung 
5mq ( m 4- 3j ( q 4- 3). Die Ortscurve hat die 6 Mitten der Verbindungslinien G der 4 
festen Punkte, aowie letztere selbst zu mq (m 4-3 Mq 4- 3 jfachen Punkten, jeden der 
m (m 4-1) und jeden der q(q-t-l) Mittelpunkte der eben so vielen Kegelschnitte , die 
durch die 4 festen Punkte gehen und entweder C“ oder 0* berühren , beziehungsweise 
zum q(q — 1 jfachen und m(m — l)fachcn Punkt, sie hat die unendlich entfernteu Punkte 
von C“ undO beziehungsweise zu q(q + 3)- und m(m 4- 3) fachen Punkten, sie schneidet 
jede G in den 2mq(mq4-ni4-q — 1) -Mittelpunkten der Kegelschnitte, die durch die 
übrigen zwei Punkto gehen und C” und C 1 zugleich berühren, sie berührt jede G in 
den 2mq(q4-l) und 2mq(m4-l) Mittelpunkten der eben so vielen Kegelschnitte, die 
durch die übrigen 2 Punkte gehen und entweder einen der Schnittpunkte von G mit 
C" enthaltend die C 1 oder durch einen der Schnittpunkte von (4 mit C* laufend die C” 
berühren , sie geht durch die 2mq(m — l)fq — lj Mittelpunkte der Kegelschnitte, die 
durch die 4 gegebnen Punkte laufen und ihren Mittelpunkt auf eiuer C“ und C* gemein- 
schaftlichen Tangente haben, sic geht ferner durch die iuq Mittelpunkte der Kegel- 
schnitte, die durch die 4 festen Punkte und je einen der mq Schnittpunkte von C“ und 
C* bestimmt sind, und sie enthält endlich die 3 Schnittpunkte der 3 Geradenpaare, deren 
jedes durch die 4 testen Punkte geht, als 12mqfach für jede Gerade «ine» Paares zu 
zählende Punkte. 

Durch 4 feste Punkte lassen sich 5mq(m4-3)(q4-3) Curven 3*7 Ordnung legen, 
die bei unendlich entferntem Mittelpunkt die C“ und C 1 beriihrou. Bringt man liicvon 

*) Coinpte* HenHu», Tome p. und Grcinona, 8 u11a leor!» dcllp runlque im Gioniuli* <11 
Malematique Vol, ET. 
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di«* tnq (q 4- 9 ) 4 -mq (m-t-3) Cnrven in Abzug, die einen der unendlich entfernten Punkte 
von C“ oder C* tum Mittelpunkt haben, *o bleiben noch : inqlömq 4 14m 4 - 14q — 39). 

Da die Anzahl der Gurren 3"' Ordnung mit Mittelpunkt , die durch 5 feste Punkte 
gehen und C“ und C’ berühren, nach dem Früheren: 

lOtnqfm +3)Cq + 3) — mq(m+-l)(q- 4 - 1 ) *=• mq (9mq4-29m4-29q4-89) 
ist, so schliefst man, dass die Anzahl der Gurren 3'*' Ordnung mit Mittelpunkt, die 
durch 4 feste Punkte gohen und 3 gegebne Gurren C“, C', O berühren, 



mqp (p4-3) j 9mq 4- 29m -4 29q 4- 89 J sein vrird. 

Verbindet man die beiden Punkte, in denen C“ und C 1 von J^cr Curve 3" Ord- 
nuug aus der obigen Schaar berührt werden, durch eine Gerade, so umhüllen diese eine 
Curve von der Klasse : mq(9ni 4 - 9q 4-58). 

Die Anzahl der Gurren n*t Ordnung mit Mittelpunkt, die durch — 1 



oder 



n"-t-4n — 5 



~i gegebne Punkte gehen und 3 feste Curven C", C% C' berühren , ist : 

N. mpq (m 4- 2n — 3 ) (q 4- 2n — 3 ) (p 4 - 2n— 3). 

J 

Wenn eine Curve n l ” Ordnung, die dem Netze <p\-Vtp' 4-X"<p"=«0 angehört, 
eine gegebne Curie m" Ordnung C“ entweder a) dreipunktig oder b) doppelt herUhreu 
»oll, so bestimmt sich jode der lieiden Gonstanten V, X" aus einer Gleichung entweder 

a) vom 3m(m4-n — S)t? oder b) vom J ’i 1 i!!!— ~ — ?! — iu(öm 4 - 6 n — 16 ) [ '” Grade*). 
Man sc blies st hieraus, dass der Ort der Mittelpunkte aller Curven n*tT Ordnung, die 



durch 



n(n 4 - 4 ) 



— 1 oder 



n*4* 4 11 — 5 



feste Punkte gehen und eine gegebne Curve C* 



dreipunktig oder jloppelt berühren, im ersten Fall von der Ordnung : (P — k). 3 m(m 4 -n — 3), 
in andern von der Ordnung : (P — k) | m ( m ~V- 2n 3)* — m ^ 5 m ^_g n _) 5 ^ j igt und die 
Mitten der Verbindungslinien der festen Punkte und bei ungeradem n letztere selbst im 

ersten Fall zu 3m(m4n — 3)fachen, im andern zu j — — — m(5m4-6n — 16) { 

fachen Punkten hat Im ersten Fall geht bei ungeradem n die Mittelpunktscnrve durch 
die 3m (m — 2) Wendepunkte der Curve G“. Von den Curven C* kann, n*2 und u— »3 
ausgenommen, keine in zwei Curven zerfallen. 



Der Ort der Mittelpunkte aller Kegelschnitte, die durch 2 feste Punkte gehen und 
C” dreipunktig berühren , ist von der 6 m(m — 1 )*? Ordnung, hat die Mitte der Ver- 
bindungslinie G der beiden festen Punkto zum 8 m (m — l)fschen Punkt , schneidet letz- 
tere Linie in den 3m(m — 2) Punkten, in denen diese von den Wendotangenten der 
C“ getroffen wird, und berührt U in jedem ihrer Schnittpunkte mit C“ dreipunktig. 



♦) dralle — ftoirhardt's .Journ*l B<!. U. 174 — 176. 
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Durch 2 gegebne Punkte gehen 6m (in — 1) Parabeln, die C“ dreipunktig berühren. 

Die Charakteristik (p, *) des genannten Systems von Kegelschnitten ist 
jilmf» — l).6m(m — 1) j und 3tnp(m — l)(p4-l> Kegelschnitte des Systems berühren 
noch eine 2*! Curve C* einfach. 

Der Or| der Mittelpunkte aller Curven Ordnung, die durch 4 feste Punkte 
gehen und C" dreipunktig berühren, ist vou der Ordnung 15m*, hat die 6 Mitten der 
Verbindungslinien G der 4 festen Punkte, sowie letalere selbst, au 3m’facbcn Punkten, 
gebt durch die unendlich entfernten und durch die Wende-Punkte von C", schneidet 
jede G in den 6m(m-J) Mittelpunkten von Kegelschnitten, die durch die übrigen bei- 
den Punkte gehen und C“ dreipunktig berühren, und berührt dreipunktig jede G in 
2 m Mittelpunkten von Kegelschnitten , welche durch die beiden übrigen. Punkte geben 
und die C" in je einem ihrer Schnittpunkte mit G berühren. 

Durch 4 feste Punkte gehen 15m’ Curven 3'V Ordnung mit unendlich entferntem 
Mittelpunkt, die C" dreipunktig berühren , darunter befinden sich in, die je einen unend- 
lich entfernten Puukt von C” aum Mittelpunkt haben. 

Wenn m=l zerfallt der Ort der Mittelpunkte der Curven 3*V Ordnung, die durch 
4 feste Punkte gehen und eine gegebne Gerade H dreipunktig berühren . in II selbst 
und in eine Curve 14'” Ordnung. Die letztere bat die 6 Mitten der Verbindungslinien 
G der 4 festen Punkte, sowie diese Punkte selbst, au .‘ifnclicn Punkten, berührt jede 
G in ihrem Schnittpunkt mit H einfach und dreipunktig in jenem Punkt, der Mittel- 
punkt eines durch die übrigen 2 festen Punkte laufenden und die II in ihrem Schnitt- 
punkte mit G berührenden eigentlichen Kegelschnittes ist, sie geht endlich durch die 
Mittelpunkte der beiden Kegelschnitte, die durch die 4 gegebnen Punkte laufen und II 
berühren. 

Der Ort der Mittelpunkte aller durch 2 feste Punkte gehenden Kegelschnitte, die 
O“ doppelt berühren, zerfällt in die 2m(m— l)fach au zalilende Verbindungslinie G 
der beiden festen Punkte und in eine Curve von der Ordnung in(m- I)(m'+-3m — 8). 

Letztere Curve hat die Mitte von G zum m * l ° ~ * 1 (in* -4- 3m — 8) lachen und jeden 
Schnittpunkt von G mit O aum 2fm 4-l),m— 2 »fachen Punkt, sie berührt G u» den 

, -— Mitten der Abstände je aweier ihrer Schnittpunkte mit C”, sie kreuzt G in 

deren Schnittpunkten mit den ™ ( m — 2,1 (m* — 9) Doppeltangenten von C” und geht end- 
lich durch die ra\ m — 1)* Schnittpunkte der von den beiden festen Punkten an C" 
gezognen Tangentensysteme. 

Durch 2 gegebne Punkte gehen m ( m — 1) ( m’ 4- .'im — 8) Parabeln, die C" doppelt 
berühren. 

Die Charakteristik (p, v) des genannten Systems von Kegelschnitten ist 
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} — ^ -(m* -t- 3m— 6),m(m— lXm*-*- 3m- 8) j and ^ E- C - ? . - i? }(P + 0K+ 3m-6)— 4| 

Kegelschnitte de« System« berühren noch eine 2*! Curve C' einfach. 

Die Mittelpunkte aller durch 4 feste Punkte gehenden Curven 3*7 Ordnung, die 
eine Gurre C" doppelt berühren, liegen in einer Curre ron der Ordnung : 

An(m — l)(m’4-7 m+6). 

Die Ortscurvo hat die 6 Mitten der Verbindungslinien G der 4 festen Punkte, sowie 
letztere selbst, zu — (m’-l-7m-t-6)faehen und die unendlich entfernten Punkte 

von C“ zu ]m(m-t-3)— 4 j fachen Punkten, schneidet jede G in m(m— l)(m*-t-3m — 8) 
Mittelpunkten von Kegelschnitten , die durch die übrigen beiden Punkte gehen und C“ 
doppelt berühren, sie berührt jede G in den 2m(m — l)(m+-2) Mittelpunkten der Kegel- 
schnitte, die durch die übrigem beiden Punkte und je einen Schnittpunkt von G und C“ 
gehen und die C" noch anderswo berühren, «io läuft durch dio 2m(m — l)(ro*-4-3m— 6) 
Mittelpunkte der Kegelschnitte, die durch jo 3 der gegebnen Punkte gehen und C" 
doppelt berühren, sic geht ferner durch die m(m— 2)(m* — 9) Mittelpunkte der Kegel- 
schnitte, die durch die 4 festen Punkte gehen und ihren Mittelpunkt auf einer Doppel- 
tangente von C“ haben, »ic enthält endlich die 3 Schnittpunkte der 3 Geradenpaare, 
deren jedes durch die 4 festen Punkte geht, als 6m (m — ljfach für jede Gerade eines 
Paares zu zählende Punkte. 

g • 

Durch 4 feste Punkte gehen T m(m — l)(m*-t-7m+-6) Curven 3*7 Ordnung mit 
unendlich entferntem Mittelpunkt, die C“ doppelt berühren; darunter befinden sich 
m Jm(m4-3)— 4j, von denen je Jm(n>-t-3)— 4| einen der unendlich entfernten Punkte 
von C" zum Mittelpunkt haben. 

Nach (III) ist der Ort M der Mittelpunkte aller durch n ■ 11 1 0( Jer 11 +4n — 1 

feste Punkte gebenden Curven n’V Ordnung, die eine gegebne Curre C“ berühren, von 
der Ordnung : (P — k)m(m4-2n — 3) und hat die Mitten der Abstände der festen Punkte 
und hei ungeradem n letztere selbst zu m(m4-2n — Bjfachcn Punkten. Man sieht nun 
unmittelbar, dass dem Orte M noch eine bestimmte Anzahl sowohl von Doppel- als von 
Rückkchrpunkten zukommt, und das» die ersteren die Mittelpunkte von Curven C" sind, 
dio C" dopjielt berühren, während die andern als Mittelpunkte solchen Curven C* ange- 
hiircn , die mit C“ eine dreipunktige Berührung haben. 

Es aei nun f=0 die Gleichung der gegebnen Curve C“, U*»0 die Gleichung 
einer durch die gegebnen festen Punkte gehenden Curve n w « Ordnung mit Mittelpunkt, 
so dass also die Coeffizicnten von U sämmtlich Funktionen von der (P — k)*7 Dimension 
hinsichtlich der Mittelpunktscoordinaten (x„ y„ «,) sind, und (4, Vt 4) »eie*» noch die 
Coordinaten eine* willkürlichen Punktes der Ebene. 
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Eliiuinirt man aus den Gleichungen : 

DU Df DU Df 

U = 0 . — ' j" — '» — • y- = 0 und 

" dx dy dy dx 

DU DU DU 

4 dx« + " dy, + * da. = " 

die Mittelpunktscoordiunteu , so gehört die Eliininante in Verbindung mit f =»• 0 flir 
solche Punkte auf C“, dass der Ort der Mittelpunkte der Curven nt Ordnung, die 
durch je einen dieser Punkte und durch die gegebnen festen Punkte gehen, den Ort 
M in einem Punkte berührt, dessen Tangente durch den gewählten Punkt (4, y, £) 
läuft. Nim ist aber die Anzahl jener Punkte auf G“ : (P— k)(P— k — 1 )(m-t-2n — 3)4- N.mn, 
folglich hat man hicinit auch ilie Klasse de* Ortes M. Nennt man d die Anzahl der 
Doppel- r der Rückkehrpunkte von M, so ist : 

N | m'(m-t-2u — 3) — m(m-t-2n — 3) — mnj — 2d 4 - 3r. 

Die Anzahl der Rückkehrpunkte ergibt sich aber, wenn man die Anzahl der 
Puukte auf 0* sucht, für welche die folgenden Gleichungen zugleich statt finden: 

f - 0 
U =. 0 

DU Df _ DU Df 

dx dy dy dx 

d JDU Df DU Df j 

dx / dx dy dy dx j 

Man erhält so : r N. 8 m(m-t-n— 3) 

und daher : d - N. J — * — — in(5m -t- 6n— 15) j 

Im Falle n — - 8 hat man zu berücksichtigen , dass der Mittelpunkt des durch 
die 5 gegebnen Punkte bestimmten Kegelschnitte« 2m Rückkehrpunkte vertritt und 
ausserdem noch m(m — ljfacher Punkt von M ist. 

Demnach wird hier sein : 

r 10 . 3m* — 2rn 2m(15m— 1) 

und d - 5m (m — l)(m*4-7m4-6) — m * ~ ^ j m(m— 1 ) — 1 J 
« ru(ra - 1) ) Pm* + 71m4-61 j . 

Mittels der von den Herren E. de Jonquiferea*) und Crcmona •*) aufgestellteu 
Sätze Uber Curvenreihen schliesst man noch, dass a) N. 3mp(nt4-n — 3)(pd-2n — 3) und b) 

*) LlouTÜle’s Journal Je Matlitruatiques ISS 1 p ||3 et •. 

s*i IntroJuxionc ai uns teoria geometrica Jolle ourve plane, p. 63 etc. 



Man erhält so 

und daher : 
Im Falle n - 



Digitized by Google 




23 



Np(p-f*2n — 3)} ni **' lll "* _ ” n — ra(5m + tin — 15 1 1 die Anzahlen der Curven nT Ord- 
nung mit Mittelpunkt sind, die durch " 1 * 1 — j , M j er n 4-4n 5 ^ Punkte 

gehen und von 2 gegebnen Curven C“, C' a) ilie erste dreipunktig, <lie andere einfach 
oder b) die «rate doppelt, die zweite einfach I «'rühren. 
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